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[0] $\mathrm{P}\mathrm{L}\mathrm{o}$ m { $\mathrm{p}1,\ldots$ tpm} $\mathrm{A}\in(\mathfrak{m})L$ m
(m)w[A] $=\{\mathrm{f}_{1},\ldots,\mathrm{f}_{\mathrm{d}}\}$ (A ) *:
$\fbox$ $\mathrm{P}\mathrm{L}\mathrm{o}\vdash \mathrm{A}\equiv \mathrm{f}_{1}\vee\cdots\vee \mathrm{f}_{\mathrm{d}}$($=$ ‘(m)w[A] ).. (Shannon ) .
$\mathrm{o}$ $\mathrm{m}$
$\mathrm{p}1^{\delta_{1}}$ \Lambda ... $\Lambda \mathrm{p}_{\mathrm{m}}\delta$m $\mathrm{p}_{\mathrm{j}}\delta \mathrm{j}\mathrm{m}$ $\Lambda$
$(\mathrm{m})\mathrm{W}$
$\langle$ . $\mathrm{p}_{\mathrm{j}},$$\mathrm{p}_{\mathrm{j}}10$ . $\mathrm{P}_{\mathrm{j}},\neg \mathrm{P}$ j .
$\fbox$ $_{arrow}^{\wedge}$ $\wedge^{\backslash }\backslash$ $\mathrm{m}$
$\backslash$
$\backslash --$
$*() \mathrm{W}(=\bigvee_{\xi_{1}},\ldots, \in\{0,1\}\mathrm{p}_{1}^{\xi_{1}}\Lambda\cdots\Lambda_{\mathrm{P}\mathrm{m}}\mathrm{m})\backslash \backslash$ –
$\backslash -\backslash \backslash \backslash$
$arrow$ : $\mathrm{P}$ $\vdash^{*(\mathrm{m})}\mathrm{w}\backslash \backslash -\wedge/\backslash$
$\mathrm{q}$ $\}\backslash$ $\mp\llcorner$ $|$ $\mathrm{a}$ . $\sqrt\backslash$ $\backslash \backslash$ $\backslash \backslash$ .
$\mathrm{P}$ $\vdash \mathrm{A}$ $\Leftrightarrow$ $(\mathrm{m})_{\mathrm{W}}$ $1=$ (m)w ( $\lceil$A $\backslash \backslash \backslash$ $’\rfloor\backslash$ $\text{ }-$ $\rfloor$ -.)
$\mathrm{o}$
$(1)L\subset(2)L\subset(3)L\subset\cdots$ $\mathrm{m}(\geqq 1)$ $(\mathrm{m})L$
(base) (m)W : $(1)\mathrm{W},$ $(’)\mathrm{W}$ , (3)w, $\cdot$ .. . $[^{(\mathrm{m})}\mathrm{W}\cap(\mathrm{m}’\rangle \mathrm{W}=\emptyset(\mathrm{m}\neq \mathrm{m}’)]$
[I] multi modal logics –$(\mathrm{m})_{L}$ (k) $(\mathrm{m}=1,2,\ldots ; \mathrm{k}=0,1, \ldots)$
[1] modal $\{\mathrm{K}1,\ldots,\mathrm{K}\mathrm{n}\}(\{\coprod_{1},\ldots,\coprod \mathrm{J})$ $\mathrm{n}$ ( $\mathrm{n}=4$ )
m $\{\mathrm{p}_{1},\ldots,\mathrm{p}_{\mathrm{m}}\}$ modal nesti ng $\mathrm{k}$ (k-degree)
–$(\mathrm{m})(\mathrm{k})L$ . ( $\mathrm{m}=5,$ $\mathrm{k}$=2 A $=\mathrm{p}_{2}\mathrm{v}_{\mathrm{K}}3\underline{(}(\kappa_{1}\underline{(}\mathrm{p}_{1}\urcorner \mathrm{D}5\underline{)})\wedge\kappa_{4}(\mathrm{p}s)\underline{)}\in(5)\mathrm{c}$ )$(2)$
$\mathrm{o}$ (base) : $(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k})}$($\mathrm{m}=1,2,\ldots$ ; k=0,1, ...) .
[2] $\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{i}\cdot \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{l}$ ( normal )
t)
$\mathrm{m}\geqq 1$
(Definition 1) $\mathrm{m}\geqq 1$ degree $\mathrm{k}$ $\mathfrak{l}\mathrm{m}\rangle$ $\mathrm{w}(\mathrm{k})$ k- .
(1) $(\mathrm{m})\mathrm{w}(0)=\{\mathrm{p}\mathrm{l}^{\xi_{1}}....\cdot \mathrm{p}_{\mathrm{m}^{\xi \mathrm{m}}}|\xi 1,\ldots, \xi_{\mathrm{m}}\in\{0,1\}\}(=1\mathrm{m}^{)}\mathrm{W})$ , ( $\text{ }$ m $\wedge$ )
(2) $(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k}+1)}=$ { $<\mathrm{x},$ $[_{\mathrm{K}_{\mathrm{n}}[\mathrm{S}_{1}1^{\xi_{\mathrm{n}1}}\cdots\cdot\cdot \mathrm{K}_{\mathrm{n}}[]^{\xi_{\mathrm{n}}}\mathrm{N}\mathrm{b}R}^{\mathrm{K}_{1}1\mathrm{S}\mathrm{d}^{\xi_{11}}\cdots\cdot \mathrm{K}_{1}[\mathrm{S}_{\mathrm{N}\ ,\mathrm{D}1^{\xi_{1\mathrm{N}(\mathrm{m}.\mathrm{B}}}}}.\cdot.\mathrm{s}_{\mathrm{N}(\mathrm{m}.\mathrm{k})}..]>|\mathrm{x}\in(\mathrm{m}$ )w
$(\mathrm{k}),1\leqq \mathrm{j}\leqq \mathrm{N}(\mathrm{m}\mathrm{D})$
}
$(\mathrm{k}\geqq 0)\xi \mathrm{i}\mathrm{j}\in\{0,\mathrm{l}\}(1\leqq \mathrm{i}\leqq \mathrm{n}$
,
$(\mathrm{m})\mathrm{w}a)$ $|(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k})1}$
b 2 $=\{\mathrm{S}_{1},\ldots,\mathrm{S}_{\mathrm{N}\{\mathrm{m}\theta}\},$ $((\mathrm{N}(\mathrm{m}\mathrm{J}\mathrm{k})=2 , \mathrm{S}_{1}=\emptyset, \mathrm{S}_{\mathrm{N}(\mathrm{m},\mathrm{k})^{=(\mathrm{m})}}\mathrm{W}^{(\mathrm{k})}),$ $[(\mathrm{m})\mathrm{w}(\mathrm{k})\mathrm{n}(\mathrm{m}’)\mathrm{w}^{(\iota\prime)}=\emptyset, (\mathrm{m},\mathrm{k})\neq(\mathrm{m}’,\mathrm{k}’)]$




$(\mathrm{m})\mathrm{w}(\mathrm{k}+1)$ rank $\mathrm{m}$ , degree $\mathrm{k}+1$ . $\mathrm{n}\cross \mathrm{N}(\mathrm{m},\mathrm{k})$ matrix
$\mathrm{K}[\mathrm{S}_{\mathrm{j}}1^{\epsilon \mathrm{i}\mathrm{j}}$ rank $\mathrm{m}$ , degree $\mathrm{k}+1$ .
$(\mathrm{m}\rangle \mathrm{W}^{\{\mathrm{k})}$
(Definition 2) $-*:\underline{2arrow(\mathrm{m})L\cup(\mathrm{k})\{[perp]\}}(\mathrm{m}\geqq 1,\mathrm{k}\geqq 0)$
$(1)\mathrm{S}=\{\mathrm{f}_{1}, \cdots, \mathrm{f}_{\mathrm{r}}\}\subseteq(\mathrm{m})\mathrm{W}(\mathrm{k})$ $*\mathrm{S}=*\mathrm{f}1\mathrm{v}\ldots \mathrm{v}*\mathrm{f}_{\mathrm{r}}(\mathrm{r}\geq 1)$ (2) $\mathrm{S}=\emptyset$ $*\emptyset=$
(3) $\mathrm{f}=\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{p}_{\mathrm{m}}\in\delta_{1}\ldots..\delta \mathrm{m}(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{Q})}$ ‘ $\mathrm{f}=^{\delta_{1}}\mathrm{p}_{1}\Lambda\cdots\Lambda$ \mbox{\boldmath $\delta$} $\mathrm{m}\mathrm{p}_{\mathrm{m}}\in(\mathrm{m})(0)L-$
,
(Notation $\mathrm{D}2\cdot 1$) A : $\delta(\mathrm{A})=\mathrm{A}(\delta=1),$ $\urcorner \mathrm{A}(\delta=0)$ .
(4) $\mathrm{f}=<\mathrm{g}$ , $[_{\mathrm{K}_{\mathrm{n}}1\mathrm{S}_{1}1^{\delta_{\mathrm{n}}}\mathrm{K}_{\mathrm{n}}11^{\delta_{\mathrm{n}\mathrm{N}(\mathrm{m}}}}^{\mathrm{K}_{\mathrm{l}}1\mathrm{S}\mathrm{d}^{\delta_{\mathrm{l}1}}\cdots\cdot\cdot \mathrm{K}_{1[]^{\delta_{1\mathrm{N}(\mathrm{n}.\mathrm{k})}}}}..\mathrm{s}_{\mathrm{N}(\mathrm{m}\lambda)}..\cdot,\rfloor 1\cdots\cdot\cdot \mathrm{s}_{\mathrm{N}(\mathrm{m},\mathrm{k})}>$ \epsilon $(\mathrm{m})\mathrm{w}$ ($\mathrm{k}+1\rangle,$ $\mathrm{g}$ E
$(\mathrm{m})\mathrm{W}(\mathrm{k})\mathrm{l}\leqq \mathrm{j}\leqq’ \mathrm{N}(\mathrm{m},\mathrm{k})$
)
$\delta \mathrm{i}\mathrm{j}\in$ {$0$,,llc\acute }(\hslash l‘\leqq bi\check \leqq cn ’
$*$ f $=*\mathrm{g}\wedge^{8_{11}}$( $\mathrm{K}_{1}$(’(S $1$) $(\mathrm{m},\mathrm{k}))$) $\wedge\cdots\wedge^{8}1\mathrm{N}$”k)($\mathrm{K}_{1}$ ( $(\mathrm{S}_{\mathrm{N}}$c$(\mathrm{m}$J)$(\mathrm{m},\mathrm{k}))$ )
$\Lambda$ .................................................................................
$\Lambda$ $1(\mathrm{K} (^{*}(\mathrm{S}_{1}) . ))\wedge\cdot$.. $\Lambda \mathrm{n}\mathrm{N}$ . $(\mathrm{K}_{\mathrm{n}}(’(\mathrm{S}_{\mathrm{N}(\mathrm{m}}, ) ))$ $(\cdots\in(\mathrm{m}\rangle L)(\mathrm{k}+1)$
(5) $^{}_{\llcorner}^{\wedge}\backslash \backslash$ $\mathrm{S}\subseteq\langle \mathrm{m}\rangle$ W(k) $\}_{\llcorner}$ . $\mathrm{S}\neq$ , $*(\mathrm{S}),$ $=\mathrm{S}*$ ( $\in()$ (k)) ;
$\mathrm{S}=\emptyset$ , $*(\emptyset)$ , $=[perp]\Lambda^{*}$ (m)W(k)( $\in$ (m) (k))
[Proposition 0] (1) $\mathrm{S}\subseteq(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k})}\Rightarrow\deg(^{*}(\mathrm{S}), )=\mathrm{k}$
(2) $\mathrm{P}\mathrm{L}$ $\mathrm{S}\subseteq(\mathrm{m})\mathrm{W}(\mathrm{k})\Rightarrow \mathrm{P}\mathrm{L}\vdash^{*}(\mathrm{S})^{(\mathrm{m}.\mathrm{k})}\equiv*\mathrm{S}$ .
(DefinitiOn3) (1) $\mathrm{U}\subseteq(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{d})}$ $\langle$ $\mathrm{m})\mathrm{W}(\mathrm{d}+1)$ mapp $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{U}’$ :
$\underline{\mathrm{U}’}=\{<\mathrm{x},$




$\xi \mathrm{i}\mathrm{j}\in\{0,1\}(1\leqq \mathrm{i}\leqq \mathrm{n}, 1\leqq \mathrm{i}\leqq \mathrm{N}(\mathrm{m},\mathrm{k}))$
$\}$
(2) $\mathrm{d}\leqq \mathrm{k}$ $\mathrm{k}$ [ $\underline{\mathrm{U}^{\mathrm{t}\mathrm{b}}=\mathrm{U}^{\mathrm{k}- \mathrm{d}}’\cdots’}$.
$(\mathrm{m}\rangle \mathrm{W}^{(\mathrm{k})}$
(DefinitiOn4) $\mathrm{m}\geqq 1$ $\underline{(\mathrm{m})\mathrm{w}}\cdot.\underline{(\mathrm{m})(\mathrm{k})Larrow 2-}$ $(\mathrm{k}\geqq 0)$
[ $\mathrm{A}(\in\bigcup_{\mathrm{k}\geqq 0}$ (m) $L(\mathrm{k})$ ) ].
$(1)(\mathrm{i})(\mathrm{m})\mathrm{w}\mathrm{l}[perp]]=\emptyset$ . $(\mathrm{i}\mathrm{i})^{(\mathrm{m})}\mathrm{w}1\mathrm{p}.\mathrm{J}=\{\mathrm{p}_{1^{\xi 1}}\cdot\cdots\cdot \mathrm{p}_{\mathrm{i}- 1}\S \mathrm{i}\cdot 1 .\mathrm{p}_{\mathrm{i}^{1}}\cdot \mathrm{p}_{\mathrm{i}+1^{\xi \mathrm{i}+1}}\cdot\cdots\cdot \mathrm{p}_{\mathrm{m}}^{\xi \mathrm{m}}|\S_{1},\ldots, \S_{1}.., \S.+1,\ldots, \zeta_{\mathrm{m}}\in\{0,1\}\}$
$(2)$ $\mathrm{A}=\mathrm{B}\vee \mathrm{C}\in(\mathrm{m}\rangle$ $L(\mathrm{k})$ (m)w[B\vee C]=(m)w[B](k $\cup(\mathrm{m})_{\mathrm{W}[\mathrm{C}](\mathrm{k})}$
(3) $\mathrm{A}=\mathrm{B}\Lambda \mathrm{C}\in(\mathrm{m})$ $L(\mathrm{k})$ $(\mathrm{m})\mathrm{w}[\mathrm{B}\Lambda \mathrm{C}]=(\mathrm{m})\mathrm{w}[\mathrm{B}]\langle \mathrm{b}\cap(\mathrm{m})\mathrm{w}\mathrm{l}\mathrm{C}]$ $\langle$b
(4) $\mathrm{A}_{\neg}^{-}\mathrm{B}$ \in (m) $L(\mathrm{k})$ $(\mathrm{m})\mathrm{w}[\urcorner \mathrm{B}]=(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k}\rangle}-(\mathrm{m})\mathrm{w}[\mathrm{B}]$
(5) $\mathrm{A}=\mathrm{B}\supset \mathrm{C}\in(\mathrm{m})L^{(\mathrm{k})}$ &C $(\mathrm{m})\mathrm{w}[\mathrm{B}\supset \mathrm{C}]=((\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k})}-(\mathrm{m})\mathrm{w}[\mathrm{B}\mathrm{l}^{\mathrm{c}\mathrm{k}}’)\cup^{(\mathrm{m})}\mathrm{w}[\mathrm{C}]$$\langle$k $\rangle$
$(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k}-1)}$
(6) $\mathrm{A}=\mathrm{K}.(\mathrm{B})\in(\mathrm{m})L\mathrm{k})$ , $\mathrm{k}[succeq] 1$ $(\mathrm{m})\mathrm{w}[\mathrm{B}]=\mathrm{S}_{\mathrm{d}}$($\mathrm{S}_{\mathrm{d}}$ 2 $\mathrm{d}$ )
$(\mathrm{m})_{\mathrm{W}[\mathrm{K}(\mathrm{B})]=\{}.<\mathrm{x}$ , $\{\begin{array}{lllllll}\mathrm{K}_{1}\mathrm{l}\mathrm{S}_{1}\mathrm{l}\xi_{11} \cdots .\cdot \cdots .\mathrm{K}_{1}[\mathrm{s}_{\mathrm{N}(\mathrm{m}.\mathrm{k}\cdot 1)}]\mathrm{E}1\mathrm{N}(\mathrm{m},\mathrm{k}- 1) . . \mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{S}1]\xi \mathrm{i}1\cdot \ldots\cdots\cdot (\mathrm{i}[\mathrm{S}_{\mathrm{d}}] 1 \cdots \mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{l}S_{\mathrm{N}(\mathrm{m},\mathrm{k}- 1)}\mathrm{l}\mathrm{g}_{\mathrm{i}\mathrm{N}(\mathrm{m}.\mathrm{k}- 1)} . . \mathrm{K}\mathrm{l}\mathrm{S}\mathrm{l}\zeta \mathrm{n}1 \mathrm{K}[\mathrm{S} )]\xi \mathrm{n}\mathrm{N}\{\mathrm{m} \mathrm{k}- 1)\end{array}\}$





$\ldots,\xi \mathrm{n}\mathrm{N}$($\mathrm{m},$ k-1)\in {0,1}$\}$
[ ] *(5\exists \simeq ( $\{\mathrm{p}_{1},\ldots,\mathrm{p}_{\mathrm{m}}\}\cup\cup 0\leqq \mathrm{d}\leqq \mathrm{k}-1\cup 1\leqq \mathrm{i}\leqq \mathrm{n}\ ,1\leqq \mathrm{j}\leqq_{\mathrm{N}(\mathrm{m},\mathrm{d})}${Ki (’ (Si) $(\mathrm{m},iJ)$ } $)arrow\{0,1\}$ A
[$\mathrm{m}+\Sigma 0\leqq \mathrm{d}\leqq \mathrm{k}-1(\mathrm{n}\mathrm{X}\mathrm{N}(\mathrm{m},\mathrm{d})))$ ]. Theorem 5 .
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[Theorem 1] $\mathrm{U}\subseteq(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k})}$ , (m) $\mathrm{w}[$ ’ $\mathrm{U}]=\mathrm{U}$ $(\mathrm{m}\geqq 1,\mathrm{k}\geqq 0)$ [”” $\mathrm{w}$ $*$
inverse mapping .] (proof) Appendix
[Proposition 2] PL [L($= \bigcup_{\mathrm{m}}\geqq 1\bigcup_{\mathrm{k}^{(\mathrm{m})}L^{(}}\geqq 0$k)) }$\backslash -$ ]
:
(1) $\mathrm{f}$, $\mathrm{g}\in(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k})},$ $\mathrm{f}$\neq g $\Rightarrow$ $\mathrm{P}\mathrm{L}\vdash*\mathrm{f}\Lambda^{*}\mathrm{g}\equiv$
(2) $\mathrm{U},\mathrm{V}\in(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k})},$ $\mathrm{U}\cap \mathrm{V}=\emptyset$ $\Rightarrow$ $\mathrm{P}\mathrm{L}\vdash$ $*$U $\Lambda^{*}\mathrm{V}\equiv$
(3) $\mathrm{U},\mathrm{V}\in(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k})}$ $\Rightarrow$ $\mathrm{P}\mathrm{L}\vdash$ $*(\mathrm{U}\cup \mathrm{V})\equiv*\mathrm{U}^{*}$V
(4) $\mathrm{U},\mathrm{V}\in(\mathrm{m})\mathrm{w}\ )$ $\Rightarrow$ $\mathrm{P}\mathrm{L}\vdash$ ‘ $(\mathrm{U}\cap \mathrm{V})\equiv \mathrm{U}*\Lambda^{*}$V
(5) $\mathrm{U},\mathrm{V}\in(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k})},$ $\mathrm{U}\subseteq \mathrm{V}\Rightarrow \mathrm{P}\mathrm{L}\vdash^{*}$UD $*\mathrm{v}$.
[Theorem 3] PL $\vdash*(\mathrm{m}\rangle \mathrm{W}^{(\mathrm{k})}. (\mathrm{m}\geqq 1,\mathrm{k}\geqq 0)$ ( )
(Pro $\mathrm{m}\geqq 1$ $\lceil \mathrm{P}\mathrm{L}\vdash*(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k})}(\mathrm{k}\geqq 0)\rfloor$ $\mathrm{k}$
( step) $*(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(0)}$ $\mathrm{m}$ .
( step) $\mathrm{P}\mathrm{L}$ .
$*(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k}+1)}=\vee \mathrm{y}\in$ ( $\mathrm{m}\rangle$w($\mathrm{k}\rangle\vee\xi 11\in \mathrm{t}0.1\}\ldots\vee\xi$ .jE{0,\sim }... $\vee\xi \mathrm{n}\mathrm{N}(\mathrm{m},\mathrm{k})\in\{0.1\}$
( $*\mathrm{y}\wedge^{\zeta_{11}}$ ( $\mathrm{K}_{1}$(’(S $1$)$l\mathrm{m},\mathrm{k}))$) $\wedge\cdots\wedge$Ui $(\mathrm{K}.(^{*}(\mathrm{S}\mathrm{j})^{(\mathrm{m}.\mathrm{k})}))\wedge\cdots\cdots\wedge 1$ $\mathrm{n}\mathrm{N}(\mathrm{m}.\mathrm{k})(\mathrm{K}_{\mathrm{n}}(^{*}(\mathrm{s}_{\mathrm{N}(\mathrm{m}.\mathrm{k})})\mathrm{t}\mathrm{m},\mathrm{k}))))$
$\equiv$( $\vee \mathrm{y}\in(\mathrm{m})\mathrm{W}(\mathrm{k})*$y) $\wedge(_{\xi_{11}\in\{0,1\}}\S 11(\mathrm{K}_{1}(^{*}(\mathrm{s}_{1})^{(}\mathrm{m},\mathrm{k}))))\wedge\cdots\wedge$ ( $_{\xi_{\mathrm{i}\mathrm{j}}\in \mathrm{t}0,1\}}$ \S ij $(\mathrm{K}.(^{*}(\mathrm{s}\mathrm{j}$ ) $(\mathrm{m}$:k)))) $\Lambda$ ...
$...\wedge$ ( $\vee\S_{\mathrm{n}\mathrm{N}}$h,V $\in$ {O,1} $\ddagger^{\mathrm{n}_{\mathrm{N}(\mathrm{m}.\mathrm{k})(\mathrm{K}_{\mathrm{n}}(^{*}(\mathrm{S}_{\mathrm{N}}}}$h,ik)SJ’)))
$\Lambda$ 2 $\mathrm{B}\bigvee_{\neg}\mathrm{B}$ form
$\mathrm{P}\mathrm{L}\vdash*(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k}+1)}\equiv(\vee \mathrm{y}\in(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k})}*\mathrm{y})\equiv \mathrm{t}^{\mathrm{m}}*\rangle \mathrm{W}^{(\mathrm{k})}$. PL\vdash I( )W(k+l).
[Proposition 4] $\mathrm{U}\subseteq(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k})}.$ , $\mathrm{P}\mathrm{L}\vdash$ $*$ (U’) $\equiv^{*}\mathrm{U}$ . $(\mathrm{m}\geqq 1,\mathrm{k}\geqq 0)$
(Proofl $(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k}+1)(\mathrm{m})},\mathrm{W}^{(\mathrm{k})}$ $\mathrm{U}’,\mathrm{U}$ .
[II1
(Definition 5) PL( ) rule axiom
multi $\cdot$m0da1 . .





$\mathrm{K}^{\sim}=\mathrm{K}\mathrm{o}+\{\mathrm{K}\mathrm{i}(\varphi\supset\Psi)\supset$ (Xi($\varphi)\supset$ Ki($\Psi$)) $|\varphi$, $\Psi^{\in L}$,
$\underline{\mathrm{l}\mathrm{o}}\dot{\mathrm{g}}\mathrm{c}_{-}$ . $\mathrm{K}$ $\mathrm{L}\geq \mathrm{K}$ $\mathrm{L}$ ( )normal logic .
$\mathrm{K}=\mathrm{K}\mathrm{o}+\{\mathrm{K}\mathrm{i}(\varphi\supset\Psi)\supset(\mathrm{K}\mathrm{i}(\varphi)\supset \mathrm{K}\mathrm{i}(\Psi))|\varphi,\Psi^{\in L,(1\leq<\mathrm{n})\}}.\llcorner$ ( ) normal logic .
$\mathrm{P}\mathrm{L}\prec \mathrm{K}\mathrm{o}\prec \mathrm{K}_{1}\prec \mathrm{K}^{\sim}\prec \mathrm{K}$
[Theorem 5] $\mathrm{L}\gg \mathrm{K}_{1}$ $\mathrm{L}$ $\mathrm{A}\in(\mathrm{m})(\mathrm{k})L$ ,
$\mathrm{L}\vdash$ ’((m$\rangle$w ) $\equiv \mathrm{A}$ $(\mathrm{m}\geqq 1,\mathrm{k}\geqq 0)$ ( )
($\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{o}\theta$ L-K1( - normal logic) . A -
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(1) cases $(\mathrm{i})\mathrm{A}=[perp]$ . $*(\mathrm{m})\mathrm{w}\mathrm{l}[perp]]=(*\emptyset)=[perp]$ . (ii) $\mathrm{A}=\mathrm{p}\mathrm{i}$ . .
(2) cases : $\mathrm{A}=$ $\mathrm{B}$ \vee C, $\mathrm{B}\Lambda \mathrm{C}$, $\urcorner \mathrm{B}$ , $\mathrm{B}\supset \mathrm{C}\in(\mathrm{m})L(\mathrm{k})$ .
mapping $(\mathrm{m})\mathrm{w},$ $*$ Proposition 4, Theorem 3 $\mathrm{P}\mathrm{L}$ .
$($iii$)^{*(\mathrm{m})}\mathrm{w}[\mathrm{B}\mathrm{C}]$ (iv) $*(\mathrm{m}\rangle \mathrm{w}$ [$\mathrm{B}$ A $\mathrm{C}$] $(\mathrm{v} )^{*\langle \mathrm{m})}\mathrm{w}[\neg \mathrm{B}]$ $(\mathrm{v}\mathrm{i})\mathrm{B}\supset \mathrm{C}$
$\equiv*(\mathrm{m})_{\mathrm{W}[\mathrm{B}]^{*(\mathrm{m})}\mathrm{w}[\mathrm{C}]}$ $\equiv^{*(\mathrm{m})_{\mathrm{W}[\mathrm{B}1\wedge^{*}(\mathrm{m})_{\mathrm{W}[\mathrm{C}1}}}$ $\equiv\urcorner*(\mathrm{m})_{\mathrm{W}}[\mathrm{B}]$ $\equiv*(\mathrm{m})_{\mathrm{W}[\mathrm{B}]\supset}*\omega_{\mathrm{W}[\mathrm{C}1}$
$\mathrm{K}_{1}$ .
$*(\mathrm{m}\rangle \mathrm{w}[\mathrm{B}\mathrm{C}]\equiv$B $\vee$ C, $*(\mathrm{m})\mathrm{w}[\mathrm{B}\Lambda \mathrm{C}]\equiv$ B $\Lambda \mathrm{C}$ , $*(\mathrm{m})\mathrm{w}\mathrm{l}\urcorner \mathrm{B}]\equiv\urcorner \mathrm{B}$ , $*(\mathrm{m})\mathrm{w}\mathrm{l}\mathrm{B}\supset \mathrm{C}]\equiv$B $\supset$ C.
(vii) $\mathrm{A}=\mathrm{K}\mathrm{i}(\mathrm{B})\in(\mathrm{m})L(\mathrm{k}),$ $\mathrm{k}\geq 1$ . $(\mathrm{m})\mathrm{w}[\mathrm{B}]=\mathrm{S}\mathrm{d}(\subseteq(=)\mathrm{W}^{\mathrm{C}\mathrm{k}1}..))$ .
$*(\mathrm{m}\rangle \mathrm{w}[\mathrm{K}\mathrm{i}(\mathrm{B}\rangle]$ Theorem 3 $(\mathrm{m})\mathrm{w}[\mathrm{K}\mathrm{i}(\mathrm{B})]$ matrix
Ki$[\mathrm{S} \mathrm{d}]^{1}(=\mathrm{K}\mathrm{i}[(\mathrm{m}\rangle \mathrm{w}[\mathrm{B}]]^{1})$ $*$
PL $\vdash*(\mathrm{m})\mathrm{w}[\mathrm{K}\mathrm{i}(\mathrm{B})]\equiv \mathrm{K}\mathrm{i}(^{*}(\{\mathrm{m})\mathrm{w}[\mathrm{B}])(\mathrm{m}.\mathrm{k}^{-} \mathfrak{y})\cdots \mathrm{O}1$ . Prop.O(2)
PL $\vdash’((\mathrm{m})_{\mathrm{W}}1\mathrm{B}])(\mathrm{m}.\mathrm{k}^{-}1)\equiv(*(\mathrm{m})\mathrm{w}\mathrm{l}\mathrm{B}\mathrm{l})$ . $\mathrm{K}_{1}\vdash^{*}((\mathrm{m})(\mathrm{w}[\mathrm{B}])(\mathrm{m},\mathrm{k}^{-1}\rangle)\equiv \mathrm{B}$.
Prop.0(1) deg$(’((\mathrm{m})(\mathrm{w}[\mathrm{B}])1\mathrm{m},\mathrm{k}^{-}1)))=\mathrm{k}-1=\deg(\mathrm{B})$ . $\varphi\supset \mathrm{p}$
$\mathrm{K}_{1}$ : (deg(\mbox{\boldmath $\varphi$})=deg(qt)) Ki(\mbox{\boldmath $\varphi$})\supset Ki(\Psi ) $\backslash$
$\mathrm{K}_{1}\vdash \mathrm{K}\mathrm{i}(^{*}((\mathrm{m})\mathrm{w}[\mathrm{B}])\mathrm{t}\mathrm{m}.\mathrm{k}-1)))\equiv \mathrm{K}\mathrm{i}(\mathrm{B})$ . $\cdots \mathrm{O}2$ . Ol, $\mathrm{K}_{1}\vdash^{*(\mathrm{m})}\mathrm{w}[\mathrm{K}.(\mathrm{B})]\equiv \mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{B})$ .
[IIII $\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{i}\cdot \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{l}$ logic
(Definition 6) logic $\mathrm{L}$ :
$(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k})}\mathrm{L}=$ { $\mathrm{y}\in(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k})}|$ not $\mathrm{L}\vdash$ $\urcorner*\mathrm{y}$ } $(\subseteq(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(}’)(\mathrm{m}=1,2,\ldots ; \mathrm{k}=0,1, \ldots)\mathrm{T}$
[Theorem 6] $\mathrm{L}\geq \mathrm{K}_{1}$ $\mathrm{L}$ $\mathrm{A}\in(\mathrm{m})(\mathrm{k})L$ ,
$(\mathrm{m}\geqq 1,\mathrm{k}\geqq 0)$ ( $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{3}$ )
(Pr 0 $\mathrm{A}\in(\mathrm{m})L$ $\langle$k$\rangle$ $\mathrm{L}\vdash*((\mathrm{m})\mathrm{w}\mathrm{h}])\equiv \mathrm{A}$ Lemma .
Lemma $6^{-}1$ $\mathrm{L}/\succ \mathrm{P}\mathrm{L}$ $\mathrm{L}$ $\mathrm{A}\in \mathrm{t}\mathrm{m}$ ) ($\mathrm{k}\rangle L$ ,
$\ldots\ldots(\#)$ $(\mathrm{m}\geqq 1,\mathrm{k}\geqq 0)$
($\#$ $\Leftarrow \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}$) $(=)\mathrm{W}^{\mathrm{C}\mathrm{k}\mathrm{J}_{\llcorner}}$ $\subseteq(\mathrm{m})\mathrm{w}[\mathrm{A}]$ . Prop.2(5) $\mathrm{P}\mathrm{L}\vdash^{*}((^{\mathrm{m}})\mathrm{W}_{\mathrm{L}}^{(\mathrm{k})})\supset$ ($*(^{\mathrm{m}})_{\mathrm{W}}$[A1) $\ldots 0_{1}$
Def. 6 $\mathrm{L}\vdash^{*}((\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k})}-(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k}\rangle}\mathrm{L})\equiv[perp]$ . $\mathrm{L}\vdash^{*}((\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k}})_{\iota})\equiv(*(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k})})$ .
Theorem 3 L\vdash *((m)W L) $\ldots \mathrm{O}2$ . Ol, $\mathrm{L}\vdash^{*}$ (( $\mathrm{m}\rangle$ w ).
(# \Rightarrow part) $\mathrm{L}\vdash^{*}$ ($(\mathrm{m})\mathrm{w}$ [Al) $\ldots \mathrm{O}3$ $(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k})}\mathrm{L}\Omega$ (m)w[A] .




(Notation 7) $\mathrm{f}\in(\mathrm{m})\mathrm{w}(\mathrm{k}+1)$, 2 $=\{\mathrm{S}_{1}, \cdots, \mathrm{s}_{\mathrm{N}(\mathrm{m}.\mathrm{k})}\}$
$\mathrm{f}=<\mathrm{g}$ , $\{\begin{array}{llllll}\mathrm{K}_{\mathrm{l}}\mathrm{l}\mathrm{S}\mathrm{d} \delta_{\mathrm{l}\mathrm{l}}. \cdots .\mathrm{K}_{1}[\mathrm{S}_{\mathrm{N}(\mathrm{m}R}\mathrm{l}\delta_{1\mathrm{N}(\mathrm{m},\mathrm{k})} \cdots \cdots \cdots \cdots \cdots \cdots\mathrm{K}\mathrm{i}[\mathrm{S}\mathrm{d} \delta_{\mathrm{i}\mathrm{l}} \cdots .\text{ }(\mathrm{i}[\mathrm{S} \mathrm{j}]\delta_{\mathrm{i}}\mathrm{j} \cdots \mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{S}_{\mathrm{N}(\mathrm{m}.\mathrm{k})}\mathrm{l}\delta_{\mathrm{i}\mathrm{N}\mathrm{t}\mathrm{m},\mathrm{k})}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{s}\mathrm{d}\cdots \delta\cdots \mathrm{n}\mathrm{l}\cdots \cdots\cdots \mathrm{K}_{\mathrm{n}}[\cdots \mathrm{S}_{\mathrm{N}\{\mathrm{m}.\mathrm{k})}]\delta \cdots \mathrm{n}\mathrm{N}\mathrm{t}\mathrm{m},\mathrm{k})\end{array}\}>$ .
$\mathrm{g}\in(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k})},\delta \mathrm{i}\mathrm{j}\in\{0,1\}(1\leqq \mathrm{i}\leqq \mathrm{n},1\leqq \mathrm{j}\leqq \mathrm{N}(\mathrm{m},\mathrm{B}’)\text{ }\mathrm{B}:\}\mathrm{J}\text{ }\acute{\mathrm{B}}$
1*
$\mathrm{g}_{-}$ .
$\mathrm{f}=<\mathrm{g}$ , [ $\Pi 1\leqq \mathrm{i}\leqq \mathrm{n}\underline{\ }1\leqq \mathrm{j}\leqq \mathrm{N}(\mathrm{m},\mathrm{k})$ Ki[S $\mathrm{j}]^{\delta_{\mathrm{i}^{\mathrm{j}}}}$ ] > { $\mathrm{S}_{1},$ $\cdots$ , SN( , $\mathrm{k})$ } (m)W(k)
$(\mathrm{m})\mathrm{R}^{(\mathrm{k}+1)}=\acute{\{}$y $\in(\mathrm{m})$W$(\mathrm{k}+1)|$ ’ $\mathrm{y}\in$ (m)R((k)) $\ \forall_{\mathrm{i}(1\leqq \mathrm{i}\leqq \mathrm{n})\exists \mathrm{x}\subseteq \mathrm{R}^{\{\mathrm{k}\}}}(\mathrm{m})(\forall \mathrm{Y}(\mathrm{X}\subseteq \mathrm{Y}\subseteq(\mathrm{m})\mathrm{w}(\mathrm{k})\Rightarrow\underline{\delta^{\mathrm{y}}\mathrm{i}\mathrm{Y}}=1)$
&\forall Y $(\mathrm{X}\simeq \mathrm{Y}\subseteq(\mathrm{m})\mathrm{W}(\mathrm{k})\Rightarrow\underline{\delta^{\mathrm{y}}\mathrm{i}\mathrm{Y}}=0))\}(\mathrm{k}\geqq 0)$
[ $=\{\mathrm{y}\in(\mathrm{m})\mathrm{W}(\mathrm{k}+1)|$ ’yE $(\mathrm{m})\mathrm{R}^{(\mathrm{k})}$ &\exists $\mathrm{x}\mathrm{i}\subseteq^{\mathrm{t}\mathrm{m})}\mathrm{R}^{(\mathrm{k})}(\mathrm{i}=1,\ldots,\mathrm{n})\forall_{\mathrm{i}}(1\leqq \mathrm{i}\leqq \mathrm{n})(\forall \mathrm{v}(\mathrm{X}\mathrm{i}\subseteq \mathrm{Y}\subseteq(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k})}\Rightarrow\underline{\delta^{\mathrm{y}}\mathrm{i}\mathrm{Y}}=1)$
&\forall Y (X Y $(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k})}\Rightarrow\underline{\delta^{\mathrm{y}}\mathrm{i}\mathrm{Y}}=0$ ) $)\}(\mathrm{k}\geqq 0)]$
(Proposition 7) $(\mathrm{m})\mathrm{R}^{(\mathrm{k})}(\mathrm{m}\geqq 1, \mathrm{k}\geqq 0)$ .
(Proof)(m)W(k) $(\mathrm{m}\geqq 1, \mathrm{k}\geqq 0)$ (m$\rangle$R(kl $(\mathrm{m}\geqq 1, \mathrm{k}\geqq 0)$ .
[Theorem 8] $(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k})(\mathrm{m})}\mathrm{x}\sim=\mathrm{R}^{(\mathrm{k})}$ $(\mathrm{m}\geqq 1, \mathrm{k}\geqq 0)$
(Proof) 2 Lemma .
Lemma 8-1 : $\mathrm{A}\in(\mathrm{m})L^{(\mathrm{k})}$ $\mathrm{K}^{\sim}\vdash \mathrm{A}$ $\Rightarrow$ ( $\mathrm{m}\rangle \mathrm{R}$ (k)(m$\rangle$w $(\mathrm{m}\geqq 1, \mathrm{k}\geqq 0)$
Lemma 8-2 : $(\mathrm{m}\rangle \mathrm{W}^{(\mathrm{k})}\mathrm{K}\sim\subseteq(\mathrm{m})\mathrm{R}^{(\mathrm{k})} (\mathrm{m}\geqq 1, \mathrm{k}\geqq 0)$
Theorem 6 $\mathrm{K}^{\sim}$ )$\mathrm{W}^{(\mathrm{k})}\mathrm{K}^{\sim}$ . Lemma 8-1
$\mathrm{K}^{\cdot}\vdash^{*(\mathrm{m})}\mathrm{W}^{(\mathrm{k})}\mathrm{x}\sim\Rightarrow^{(\mathrm{m})}\mathrm{R}^{(\mathrm{k})\subseteq(\mathrm{m})}\mathrm{w}[^{*(\mathrm{m})}\mathrm{W}^{(\mathrm{k})]}\mathrm{K}^{\sim}$ . Theorem 1 $\mathrm{B}>\text{ }$(m)$\mathrm{w}$ [’(m)W$(\mathrm{k})\mathrm{K},$] $=$ (m)W(k)K’.
($\mathrm{m}\rangle \mathrm{R}^{(\mathrm{k})}\subseteq$ ( $\mathrm{m}\rangle \mathrm{W}^{(\mathrm{k})}\mathrm{K}^{\sim}$. Lemma 8-2 $(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k}}$) $(\mathrm{m})\mathrm{K}^{\sim=}\mathrm{R}^{(\mathrm{k})}$
(Lemma 8-1 ) A $\mathrm{h}$ }
$(\mathrm{i})\mathrm{h}=0:$ ( i)AE $\langle$m)L(k) $\triangleright-$ $(\mathrm{m})\mathrm{w}[\mathrm{A}]=(\mathrm{r}\mathrm{n})\mathrm{W}(\mathrm{k})$ $(1\mathrm{n})\mathrm{R}^{(\mathrm{k})}\subseteq(\mathrm{m})\mathrm{w}\mathrm{h}]$ .
$(\mathrm{i}\mathrm{i})\mathrm{A}:\mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{o}(\mathrm{B}\supset \mathrm{C})\supset(\mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{o}(\mathrm{B})\supset \mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{o}(\mathrm{C})),$ $\deg(\mathrm{B})=\deg(\mathrm{C})=\mathrm{k}- 1$ . $\mathrm{f}\in 1^{\mathrm{m}}$) $\mathrm{R}$ \mbox{\boldmath $\omega$} ,
$\forall \mathrm{i}(1\leqq \mathrm{i}\leqq_{\mathrm{n})\exists(\mathrm{m})}\mathrm{x}\subseteq \mathrm{R}^{(\mathrm{k})(\forall}\mathrm{Y}(\mathrm{X}\subseteq \mathrm{Y}\subseteq(\mathrm{m})\mathrm{w}(\mathrm{k})\Rightarrow\underline{\delta \mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{Y}}=1)\ \forall \mathrm{Y}(\mathrm{X}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{Y}\subseteq(\mathrm{m})\mathrm{w}^{(\mathrm{k})}\Rightarrow\underline{\delta \mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{Y}}^{=}0))$ . $\mathrm{i}=\mathrm{i}\mathrm{o}$
$\forall \mathrm{v}(\mathrm{X}\mathrm{o}\subseteq \mathrm{Y}\subseteq(\mathrm{n})\mathrm{W}^{(\mathrm{k})}\Rightarrow\underline{\delta^{\mathrm{r}}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{Y}}^{=}1)\ \forall \mathrm{v}$(Xo(ff $(\mathrm{m})\mathrm{w}(\mathrm{k})\Rightarrow\delta$ fioY=0)...( ). Xo
(casel) $\mathrm{x}_{0}q(\mathrm{m})\mathrm{w}[\mathrm{B}]\mathrm{c}\cup(\mathrm{m})\mathrm{w}[\mathrm{C}](=(\mathrm{m})\mathrm{w}[\mathrm{B}\supset \mathrm{C}])$ or ($\cup \mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{e}\oplus$ $\mathrm{X}_{0}\cong(\mathrm{m})\mathrm{w}[\mathrm{B}1$ or ($\frac{\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{e}3}{}\mathrm{X}\mathrm{o}\subseteq(\mathrm{m})\mathrm{w}[\mathrm{C}\mathrm{l}$ .
$\Rightarrow$fE(’)$\mathrm{w}$ [Ki0 $(\mathrm{B}\supset \mathrm{C})$] $\mathrm{C}\subseteq \mathrm{t}^{\mathrm{m}})\mathrm{w}1\mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{o}(\mathrm{B}\supset \mathrm{C})\supset(\mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{o}(\mathrm{B})\supset \mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{o}(\mathrm{C}))]$
$\Rightarrow$f $\in$ (m)$\mathrm{w}$ [Kio(B)] $\mathrm{c}\subseteq$ (m)$\mathrm{w}$[Ki0(B $\supset$ C) $\supset($ G0(B) $\supset$Kio(C))]
$\Rightarrow$f $\in \mathrm{t}\mathrm{m}$)$\mathrm{w}[\mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{o}(\mathrm{C})]\subseteq(\mathrm{m})\mathrm{w}[\mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{o}(\mathrm{B}\supset \mathrm{C})\supset(\mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{o}(\mathrm{B})\supset \mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{o}(\mathrm{C}))]$ .
$\mathrm{f}\in(\mathrm{m})\mathrm{R}^{(\mathrm{k})}$ $\Rightarrow$ $\mathrm{f}\in(\mathrm{m})\mathrm{w}[\mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{o}(\mathrm{B}\supset \mathrm{C})\supset(\mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{o}(\mathrm{B})\supset \mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{o}(\mathrm{C}))]$. $(\mathrm{m})\mathrm{R}$ (k)(m)w ]
148
$(2)\mathrm{h}>0:$ (i) $\mathrm{A}\in(\mathrm{m})L$ (k) $\mathrm{m}.\mathrm{p}$ . $\frac{\mathrm{B}\mathrm{B}\supset \mathrm{A}}{\mathrm{A}}$ ($\deg(\mathrm{B})=\mathrm{d}$, deg(A)=k) .
$\max(\mathrm{d},\mathrm{k})=\mathrm{r}$ . ($\mathrm{m}\rangle \mathrm{R}^{(\mathrm{d})\subseteq(\mathrm{m})}\mathrm{w}[\mathrm{B}]$ ...
(m) $\mathrm{R}^{(\mathrm{r}})\subseteq(\mathrm{m})_{\mathrm{W}}[\mathrm{B}\supset \mathrm{A}]=(^{(\mathrm{m})}\mathrm{W}^{(\mathrm{r})}-(\mathrm{m})_{\mathrm{W}[\mathrm{B}]^{\mathrm{r}-\mathrm{d}\mathrm{r}-\mathrm{k}}}’\ldots’)\cup(\mathrm{m})_{\mathrm{W}[\mathrm{A}]}’\ldots’\ldots \mathrm{O}2$ .
$(\mathrm{m})\mathrm{R}^{(\mathrm{r})(\mathrm{m})}=\mathrm{R}^{(\mathrm{d})’\ldots’\subseteq(\mathrm{m})}\mathrm{w}[\mathrm{B}]\mathrm{r}-\mathrm{d}\mathrm{r},..-.\mathrm{d}$,
$\ldots 0_{1}’$ . ’ $(\mathrm{m})\mathrm{R}^{(\mathrm{r})}\subseteq(\mathrm{m}\rangle \mathrm{w}[\mathrm{A}1^{\mathrm{r}-\mathrm{k}}’\cdots’$ .
$(\mathrm{m})\mathrm{R}(\mathrm{k})=^{\mathrm{r}-\mathrm{k}\mathrm{r}-\mathrm{k}\mathrm{r}-\mathrm{k}}’\ldots’(\mathrm{m})\mathrm{R}^{(\mathrm{r})\subseteq}’\cdots’((\mathrm{m})_{\mathrm{W}[\mathrm{A}]’\ldots’)=}\langle \mathrm{m})_{\mathrm{W}[\mathrm{A}]}$.
(ii) $\mathrm{A}\in(\mathrm{m})L$ (k) Kio $\frac{\mathrm{B}}{\mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{o}(\mathrm{B})}$ , $\mathrm{A}=\mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{o}(\mathrm{B})$
$(\mathrm{m})\mathrm{R}^{(\mathrm{k}-1\rangle\subseteq(\mathrm{m}\rangle}\mathrm{w}[\mathrm{B}]$ ...($)
$\mathrm{f}\in(\mathrm{m})\mathrm{R}$. (k) $\mathrm{f}\in(\mathrm{m})\mathrm{w}$[$\mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{o}($B)]. $(\mathrm{m})\mathrm{R}^{(\mathrm{k})\subseteq(\mathrm{m})}\mathrm{w}\mathrm{F}\mathrm{A}]$ .
$\mathrm{k}$ . (1) .
(2) : $\langle$ $\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k})}\mathrm{K}\sim\subseteq(\mathrm{m})\mathrm{R}^{(\mathrm{k})}\ldots(\mathrm{H}\mathrm{O})$ $(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k}+1)}\mathrm{K}^{\sim\cong(\mathrm{m})}\mathrm{R}^{(\mathrm{k}+1)}\ldots$ (H1) .
(H1) $\lceil \mathrm{f}\mathrm{o}\in(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k}+1)}\mathrm{x}\sim\ldots$ (Hll) $\mathrm{f}_{0}\not\in(\mathrm{m})\mathrm{R}^{(\mathrm{k}+1)}\cdots$ (H12) $\mathrm{f}\mathrm{o}$ .
(H12) 2 .
(casel)’ $\mathrm{f}0\not\in\langle \mathrm{m}$ )$\mathrm{R}^{(\mathrm{k})}$ : (H0) $\mathrm{J}\mathrm{f}\mathrm{o}\not\in(\mathrm{m})\mathrm{w}^{(\mathrm{k})}\mathrm{K}^{\sim}$ . $\mathrm{K}^{\sim}\vdash\neg$ ’ $($ ’ $\mathrm{f}_{0})$ .
$\mathrm{K}^{\sim}\vdash\urcorner*$ f0. $\mathrm{f}0\not\in(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k}+1)}\mathrm{K}^{\sim}$ . (Hl 1) .
(case2) $\exists \mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{t}\underline{1\leqq \mathrm{i}}_{0}\underline{\leqq \mathrm{n})}\forall\underline{\mathrm{x}\subseteq 1\mathrm{m})\mathrm{R}^{(\mathrm{k})(\exists}}\mathrm{Y}(\mathrm{X}\subseteq \mathrm{Y}\subseteq(\mathrm{m})\mathrm{w}^{(\mathrm{k})}\ \underline{\delta \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{i}0\mathrm{v}}=0)$ or $\exists$ v $(\mathrm{x}\Omega \mathrm{v}\subseteq^{1\mathrm{m})}\mathrm{w}^{(\mathrm{k})}\ \underline{\delta \mathrm{r}_{0}\mathrm{i}0\mathrm{v}}=1))$
$\ldots(\mathrm{X}.\cdot\cdot)$ . case2 (H0) $\langle$ $\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k})}\mathrm{K}\sim\subseteq(\mathrm{m})\mathrm{R}\omega$, (Hll) , (H12)
(t) . $(\emptyset\neq \mathrm{S}\subseteq(\mathrm{m})\mathrm{W}^{\{\mathrm{k})}\mathrm{K}^{\sim})\ (\mathrm{K}^{\sim}\vdash*\mathrm{f}0\supset \mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{o}(^{*}\mathrm{S}^{(\mathrm{m},\mathrm{k})})$ ( t1)
$]$
$(\uparrow)$
$\Rightarrow\exists \mathrm{z}((\emptyset\neq \mathrm{Z}\subset \mathrm{S})\ (\mathrm{K}^{\sim}\vdash P..\mathrm{f}0\supset \mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{o}(^{*}\mathrm{Z}(\mathrm{m},\mathrm{k}))$ (\dagger 2)
Xo=(m)W(k)K\sim $\mathrm{K}^{\sim}\vdash*\mathrm{x}\mathrm{o}$. Prop. 0(2) $\mathrm{K}^{\sim}\vdash*(\mathrm{X}\mathrm{o})^{(\mathrm{m},\mathrm{k})}$.
($\emptyset\neq \mathrm{X}\mathrm{o}\subseteq(\mathrm{m}\rangle \mathrm{W}^{(\mathrm{k})}\kappa\sim)\ (\mathrm{K}^{\sim}\vdash*\mathrm{f}\mathrm{o}\supset \mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{o}(^{*}(\mathrm{X}_{0})^{(\mathrm{m},\mathrm{k}\rangle})$. (t)
, Xo $\supset \mathrm{X}_{1}\supset \mathrm{X}_{2}\supset\cdots$ ( ) .
(T) : $(\uparrow 1)$ $\mathrm{S}\subseteq^{\mathrm{t}\mathrm{m})}\mathrm{W}^{(\mathrm{k})}\mathrm{x}\sim$ $(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k})}\mathrm{K}^{\sim\subseteq \mathrm{R}^{(\mathrm{k})}}(\mathrm{m})$ $\mathrm{S}\subseteq(\mathrm{m})\mathrm{R}^{(\mathrm{k})}$ .
$(\cross.\cdot\cdot)$ $\exists \mathrm{Y}(\mathrm{s}\subseteq \mathrm{Y}\subseteq(\mathrm{m}\rangle \mathrm{W}^{\{\mathrm{k})}\ \underline{\delta\iota_{0}\mathrm{i}_{0\mathrm{Y}}}=0)\cdots$ ( 1) or $\exists \mathrm{v}(\mathrm{S}\Omega \mathrm{V}\subseteq(\mathrm{m})\mathrm{w}^{\omega}\ \underline{\delta \mathrm{f}_{0}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{v}}=1)\cdots$ ( 2)
( 1) $\mathrm{P}\mathrm{L}\vdash^{*}\mathrm{f}\mathrm{o}$ \supset \urcorner $\mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{o}(^{4}\mathrm{Y}^{(\mathrm{m}\mathrm{k})}|)$ . $\mathrm{S}\subseteq \mathrm{Y}$, Prop. 2(5),0(2) $\mathrm{P}\mathrm{L}\vdash^{*}\mathrm{S}^{(\mathrm{m},\mathrm{k})}\supset*\mathrm{Y}^{(\mathrm{m}.\mathrm{k})}$ .
$\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{p}$ . $0(1)$ $\deg(^{*}\mathrm{S}^{(\mathrm{m},\mathrm{k})})=\deg$ (*Y(m|k)). $\mathrm{K}^{\sim}\vdash \mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{o}(^{*}\mathrm{S}^{\langle \mathrm{m},\mathrm{k})})\supset \mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{o}(^{*}\mathrm{Y}^{(\mathrm{m},\mathrm{k})})$ . $\mathrm{K}^{\sim}\vdash$
$\mathrm{f}\mathrm{o}\supset\neg \mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{o}(^{*}\mathrm{S}^{(\mathrm{m},\mathrm{k})})$. ( to (Hll) . K 2) . $\mathrm{P}\mathrm{L}\vdash$
$*\mathrm{f}0\supset \mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{o}(^{*}\mathrm{V}^{(\mathrm{m},\mathrm{k})})$. ( T1) $\mathrm{K}^{\sim}\vdash*\mathrm{f}\mathrm{o}\supset \mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{o}(^{*}\mathrm{S}^{(\mathrm{m}1\theta}|\Lambda^{*}\mathrm{V}^{(\mathrm{m},\mathrm{k}))}$ . Prop.O(2),2(4) .
$\mathrm{L}\vdash(^{*}\mathrm{S}^{(\mathrm{m},\mathrm{k})}\Lambda^{*}\mathrm{V}^{(\mathrm{m},\mathrm{k}\mathrm{I}})$ D’(S\cap V)(m,k) 4 $\mathrm{K}^{\sim}\vdash*\mathrm{f}\mathrm{o}\supset \mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{o}(^{*}(\mathrm{S}\cap \mathrm{V})\mathrm{t}\mathrm{m},\mathrm{k}))$ . $\mathrm{S}\mathrm{E}\mathrm{V}$
$\mathrm{S}\cap \mathrm{V}=\mathrm{Z}$ $\mathrm{Z}\subset \mathrm{S}\ \mathrm{K}^{\sim}\vdash*\mathrm{f}\mathrm{o}\supset \mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{o}(^{*}\mathrm{Z}^{(\mathrm{m},\mathrm{k})})\mathrm{O}1$ . Z\neq \emptyset $(\uparrow 2)$ .
[ $\mathrm{Z}=\emptyset$ ( ) ( $\exists \mathrm{T}(\emptyset\subseteq \mathrm{T}\subseteq(\mathrm{m}\rangle \mathrm{w}\omega\ \delta 0 \mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{T}=0)$ or
$\exists \mathrm{u}$ ($\emptyset\simeq \mathrm{U}\subseteq^{\mathrm{t}\mathrm{m})}\mathrm{w}\omega\delta$ $\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{u}=1$ ) $)$ . : $\mathrm{Z}=\emptyset\subseteq \mathrm{T}\$ $\mathrm{P}\mathrm{L}\vdash$
$\mathrm{f}\mathrm{o}\supset\urcorner \mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{o}(^{*}\mathrm{T}^{(\mathrm{m}\mathrm{k})})$ . $\mathrm{Z}$T K\sim \vdash K Z(m,v)DKi0(’’I $\mathrm{C}\mathrm{x}\mathrm{k}$)$)$ . $\mathrm{K}^{\sim}\vdash^{*}\mathrm{f}0$ \supset \urcorner Ki0(’Z((m,k)
, $\mathrm{K}^{\sim}\vdash\neg..\mathrm{f}\mathrm{o}$ . $\mathrm{f}_{0}\not\in(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k}+1)}\mathrm{K}\sim$ (Hll)
[IV] $\mathrm{K}^{\sim}$ $\mathrm{K}^{\sim}$
$\mathrm{L}\geq \mathrm{K}^{\sim}$ $\mathrm{L}$ ($\mathrm{m}\rangle \mathrm{R}^{(\mathrm{k})(\mathrm{m})}=\mathrm{W}^{(\mathrm{k})_{\mathrm{K}^{\sim}}}$
. (Def.8) $(\mathrm{m})\mathrm{R}\omega$
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$(\mathrm{m})\mathrm{R}^{(0)(\mathrm{m})}=\mathrm{W}^{(0)}$ ; $(\mathrm{m})\mathrm{R}^{(\mathrm{k}+1)}=\{<\mathrm{x}$ , $[\Pi 1\leqq \mathrm{i}\leqq \mathrm{n},(\Pi \mathrm{x}\mathrm{i}\subseteq\underline{\mathrm{Y}}\subseteq(_{\mathrm{m}})\mathrm{w}^{(\mathrm{k})} \mathrm{K}\mathrm{i}\llcorner \mathrm{Y}]1$. $\Pi$ xidyc $\mathfrak{l}\mathrm{m}$)w(k) KiYu) ] $>|$
$\mathrm{x}\in(\mathrm{m})\mathrm{R}^{(\mathrm{k})},$ $\mathrm{X}\mathrm{i}\subseteq(\mathrm{m})\mathrm{R}^{(\mathrm{k})}(1\leqq \mathrm{i}\leqq \mathrm{n})\}$ .
$\mathrm{K}\mathrm{i}\langle\langle \mathrm{X}\mathrm{i}\rangle\rangle=\Pi \mathrm{x}\mathrm{i}\subseteq\underline{\mathrm{Y}}\subseteq^{\mathrm{t})}\mathrm{m}\mathrm{W}^{\phi)}\mathrm{K}$[$\mathrm{Y}$ $1.\Pi \mathrm{x}\mathrm{i}4\underline{\mathrm{Y}}\subseteq^{\mathrm{t}\mathrm{m})}\mathrm{w}^{\mathrm{t}0}\kappa\fbox$ $0$
$(\mathrm{m}\rangle \mathrm{R}^{(\mathrm{k}+1)}=\{<\mathrm{x}’-[_{\mathrm{I}\tau_{-}\mathrm{v}_{-\backslash \backslash }}^{\mathrm{n}1\mathrm{A}1//}.\cdot’]>|\mathrm{x}\in(\mathrm{m})\mathrm{R}\omega, \mathrm{X}\mathrm{i}\subseteq(\mathrm{m})\mathrm{R}^{\omega}(1\leqq \mathrm{i}\leqq \mathrm{n})\}\text{ }\mathrm{B}\}\# f\text{ }$ .
$(\mathrm{m})\mathrm{w}[\mathrm{K}\mathrm{i}(\mathrm{B})]\cap^{1^{\mathrm{m}})}\mathrm{R}^{(\mathrm{k}+1)}$
$=\{<\mathrm{x}, \{\begin{array}{l}\mathrm{K}_{1}\langle\langle \mathrm{X}_{1}\rangle\rangle.\mathrm{K}\mathrm{n}\langle\langle \mathrm{X}\mathrm{n}\rangle\rangle\end{array}\}>|\mathrm{x}\in(\mathrm{m})\mathrm{R}\omega, \mathrm{X}1,\cdot.., \mathrm{x}_{\mathrm{i}\sim}1, \mathrm{x}\mathrm{i}+1,\cdots, \mathrm{x}_{\mathrm{n}}\subseteq(\mathrm{m})\mathrm{R}^{\omega}. \}$
.
K’ $\underline{\mathrm{K}}\Lambda \mathrm{i}\mathrm{X}A\mathrm{i}=\mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{X}\mathrm{i}$] $1$ . $\Pi \mathrm{x}\mathrm{i}\subseteq\underline{\mathrm{Y}}\subseteq(\mathrm{m})\mathrm{R}^{(\mathrm{k}})$KiLY] 0 .
Def.2( $\lceil$ l $=$ (. $\Pi_{1\leqq \mathrm{i}\leqq \mathrm{n}}.$ $\langle$si $\rangle$ $(_{\mathrm{g}\in}(\rangle \mathrm{R}^{()}, \mathrm{S}\mathrm{i}\subseteq(\mathrm{m})\mathrm{R}^{(\mathrm{k})}(1\leqq \mathrm{i}\leqq \mathrm{n}))\}$ . $\backslash$ . $-*$f
$=*$ 7s $\Lambda_{1}$S $\mathrm{i}$ Sn
.
$*\mathrm{S}^{\cdot}(\mathrm{m},\mathrm{k})\Lambda \mathrm{Q}$ si 5 $\mathrm{C}^{(}$ )II . $($ ’ $(\mathrm{Y})^{(\mathrm{m}.\mathrm{k})})\mathrm{J}$ . De $2\cdot 4$ $()$W $(\mathrm{m})\mathrm{R}$
L\geq K\sim $\mathrm{L}$ .
[2] $\cdot$ [3] . $\underline{(\mathrm{m})\mathrm{w}\omega}$ , .
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Appen ([Theorem 1] $\mathrm{U}\subseteq 1^{\mathrm{m})}\mathrm{W}^{(\mathrm{k})}$ ( $\mathrm{m}\rangle \mathrm{w}[^{*}\mathrm{U}]=\mathrm{U}$ (m\geqq l,k\geqq 0))
(\dagger k) f\in (m)W(k) $\langle$ $\mathrm{m})\mathrm{w}[$’ $\mathrm{f}]=\{\mathrm{f}\}$
(%k) $\mathrm{Y}\subseteq(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k})}$
$(\mathrm{m})\mathrm{w}[^{*}(\mathrm{v})(\mathrm{m}_{]=\mathrm{Y}},\mathrm{k})]\}_{\llcorner^{\vee\supset}}’!\mathrm{a}T_{\backslash }\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{f}.2-4,\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{p}.0,(1)|_{\llcorner}^{r}\mathrm{f}\mathrm{f}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\backslash }\vee f*\iota|\mathrm{f}_{\text{ }}\ovalbox{\tt\small REJECT}\mathrm{B}b\acute{\{}\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{ }\cdot k^{\vee-}arrow C^{\mathrm{r}}\lceil \mathrm{f}\mathrm{f}_{\mathrm{B}\backslash }arrow\sigma)\mathrm{m}\geqq 1\}_{\llcorner}^{r}\mathrm{o}\mathrm{g}_{\backslash }$
$(*\mathrm{k})\not\in_{\mathrm{E}\backslash }^{\mathrm{m}}\sigma)\mathrm{U}$(m)w $\langle$k) $|_{\llcorner}^{\vee}\mathrm{n},$ $\mathrm{b}$
‘
$(\mathrm{m})\mathrm{w}[^{*}\mathrm{U}]=\mathrm{U}$ $\emptyset\hslash mathrm{R}\mathr I}k$
$(\mathrm{Y}\mathrm{k})(\mathrm{k}\geqq 0)$ $\mathrm{k}$ . $(\mathrm{k}=0):\mathrm{f}-- \mathrm{p}_{1}61\cdots\cdot\cdot 6\mathrm{m}\mathrm{p}_{\mathrm{m}}\Rightarrow^{(\mathrm{m})}\mathrm{w}1^{*}\mathrm{f}\mathrm{l}=(\mathrm{m})\mathrm{w}$[$61\mathrm{p}1\Lambda\cdots\Lambda$6mpn]
$=(\mathrm{m})\mathrm{w}$ [”p1F $\ldots \mathrm{n}^{(\mathrm{m})_{\mathrm{W}[6\mathrm{m}_{\mathrm{P}\mathrm{m}1}}}$. $-\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}[]_{\llcorner}’$ $(\mathrm{m})\mathrm{w}[6\mathrm{i}\mathrm{J}\mathrm{p}=\{\mathrm{p}_{1}^{\xi 1-}\ldots\circ \mathrm{p}_{\mathrm{i}-1}^{\xi \mathrm{i}-1}\cdot \mathrm{p}_{\mathrm{i}^{6\mathrm{i}}}\cdot \mathrm{p}_{\mathrm{i}+1^{\xi \mathrm{i}+1}}$. .
$\ldots\circ \mathrm{p}_{\mathrm{m}}^{\zeta \mathrm{m}}|\S_{1},\ldots,$ $\mathrm{a}_{4}.,$ $\mathrm{a}.+1,\ldots,$ \S m\in {0,1}$\}$ $(\mathrm{m})\mathrm{w}[^{*}\mathrm{f}]=\{\mathrm{p}_{1}\mathrm{p}_{\mathrm{m}}\}61\cdots..6\mathrm{m}=\{\mathrm{f}\}$.
$(\mathrm{k}>0)$ : - $\langle$ , $\Pi 1\leqq \mathrm{i}$ Sna $\subseteq(\rangle$w . $\mathrm{X}6$ . ] $\rangle$ $(\in(\mathrm{m})\mathrm{W}(+1))$ , $\in(\mathrm{m})$w$(\mathrm{k}),6\mathrm{i}\mathrm{l}\in\{0,1\}(\mathrm{l}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{i}8\mathrm{n},\mathrm{X}\subseteq(\mathrm{m})\mathrm{w}$ $)$
(m)w[*f]=(m)w[*g]’ $1\leqq \mathrm{i}\leqq \mathrm{n}\ \mathrm{X}\subseteq^{\mathrm{t}\mathrm{m})}\mathrm{w}^{\omega^{(\mathrm{m})}}\mathrm{w}[^{\delta_{\mathrm{i}\mathrm{X}}}\mathrm{K}\mathrm{i}(^{*}\mathrm{X}^{(\mathrm{m}}|9)]$ .
$(\mathrm{m})\mathrm{w}[^{*}\mathrm{g}]’=\{\mathrm{g}\}’$ $|\xi j$Ys{O,1}(lS $\mathrm{i}$ Sn, $\mathrm{v}\subseteq(\mathrm{m})\mathrm{w}\omega$)$\}$ .
$(\mathrm{m})\mathrm{w}1^{6\mathrm{i}\mathrm{X}}\mathrm{K}\mathrm{i}(^{*}\mathrm{X}^{(\mathrm{m},\partial})]=\{$
.
$()\mathrm{w}*\mathrm{X}^{(\mathrm{m}}$ 6. $\rangle$ $|\mathrm{y}\in()$w(k), $\xi \mathrm{j}_{\mathrm{Y}}\in \mathrm{t}0,1\}$ ( $\leqq$ j $\leqq \mathrm{Y}\subseteq()$ , $\cdot,\mathrm{Y}$) $+(\mathrm{i},$ ( $*$X
, Lb] }
$=\{\mathrm{f}\}$ . (Tk+l) . $(\mathrm{f}\mathrm{k})(\mathrm{k}\geqq 0)$ . [al $(*\mathrm{k})(\mathrm{k}\geqq 0)$ .
